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JAK UMYSLE PRZETWARZA ULAMKI?
POZNAWCZE REPREZENTACJE LICZB NIECALKOWITYCH

Matgorzata Gut!, Rafal Wroblewski

HOW DOES THE MIND PROCESS THE FRACTIONS?
THE COGNITIVE REPRESENTATIONS OF FRACTIONAL NUMBERS

Summary. The issues of mental representations of numbers, their development
and neuronal base are well known and documented in literature. The results of
studies on this question have revealed a clear and pronounced relationship be-
tween cognitive representations of numbers and space, what is reflected in the
metaphor of Mental Numbers Line, where the numbers are spatially arranged.
However, the wide range of study reports concern mainly integers (whole num-
bers) and similar studies focused on the mental representation of fractions are
small as well as they provide the inconclusive findings. Here we present a review
of the literature concerning this problem with the reference to neuronal and be-
havioral of mental representations of fractions and experimental methods used
in these studies. Moreover, we suggest some questions, which may be a starting
point for further research.
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Wprowadzenie

Bodzce wzrokowe i stuchowe sktadajace si¢ na otaczajaca nas rzeczywistosc¢
maja swoje reprezentacje w umysle, dzieki czemu mozliwe jest ich przetwarza-
nie poznawcze i wykorzystywanie w przeprowadzaniu nawet bardzo ztozonych
operacji mentalnych. Reprezentacje te z kolei maja swoje neuronalne podtoze, co
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oznacza, ze specyficzne aktywacje poszczegdlnych struktur mézgowych warun-
kuja sprawne operowanie poznawczymi reprezentacjami obiektéw, pojeciami, zna-
czeniami. Nie sg pod tym wzgledem wyjatkiem liczby, ktdre réwniez maja swoje
umystowe reprezentacje, a poszczegodlne ich typy kolejno ksztattuja sie w rozwoju
w rezultacie dojrzewania obszaréw modzgu kluczowych dla przetwarzania mate-
riatu numerycznego i potaczenn miedzy nimi, jak rowniez wskutek doswiadczen
z liczbami (von Aster, Shalev, 2007). O ile na temat specyfiki umystowych repre-
zentacji liczb catkowitych wiadomo juz bardzo duzo, o tyle charakter reprezentaciji
poznawczych i sposoby przetwarzania utamkéw wcigz pozostaja stabo poznane,
a wyniki badan sktaniaja do dyskusji. Trudnosci w rozumieniu i operowaniu ta-
kimi szczegdlnymi warto$ciami liczbowymi, obserwowane nie tylko u dzieci na
etapie edukacji szkolnej, ale nawet u niektdrych dorostych, prowadza do stwier-
dzenia, ze operowanie utamkami w umysle jest procesem dalece odmiennym od
tego, ktory dotyczy liczb calkowitych. Badania nad ich przetwarzaniem poznaw-
czym moga nie tylko rzuci¢ szersze swiatlo na procesy poznawcze zaangazowa-
ne w operacje na liczbach, ale tez zaowocowac wiedza znajdujaca zastosowanie
w praktykach edukacyjnych w zakresie nauki utamkéw w szkole.

Z badan nad poznaniem matematycznym wiadomo miedzy innymi, ze istnieje
bardzo Scisty zwigzek miedzy umystowymi reprezentacjami liczb i przestrzeni, co
ilustruje koncepcja uporzadkowania liczb na tzw. Mentalnej Osi Liczbowej. Wyni-
ki tych badan dotycza jednak znowu gtéwnie liczb catkowitych, za$ analogiczne
badania nad poznawczymi reprezentacjami ulamkow sa nieliczne i daja niejed-
noznaczne rezultaty. Niniejszy artykut stanowi wiec probe przegladu dotychcza-
sowej literatury dotyczacej tego tematu z odniesieniem do neuronalnych i beha-
wioralnych korelatow mentalnych reprezentacji liczb niecatkowitych, jak réwniez
metod ich badania. Stawiane sa tez pytania mogace stanowi¢ punkt wyjscia do
dalszych dociekan w tym zakresie.

Mentalne reprezentacje liczb

Modele reprezentacji i przetwarzania liczb

Mentalna organizacje¢ informacji numerycznej opisuja neuropsychologiczne
modele reprezentacji liczb, zgodnie z ktérymi moduty odnoszace si¢ do poznaw-
czego przetwarzania liczb i dokonywania obliczeri umiejscowione sa zaréwno
w lewej, jak i prawej potkuli mézgowej (Dehaene, 1992). Wyroznia sig cztery obec-
nie najwazniejsze modele opierajace sie na przetwarzaniu liczb. Sa nimi: ogdlny
model przetwarzania liczb i obliczenn McCloskeya, tréjkodowy model Dehaene’a,
hipoteza ztozonego kodowania Campbella i Clarka oraz hipoteza preferowanego
kodu wejsciowego Noél i Serona.

Model McCloskeya jest zwiazany z pojeciem abstrakcyjnej, semantycznej re-
prezentacji wewnetrznej liczb (McCloskey, Caramazza, Basili, 1985). Zgodnie z nim
zewnetrzna jej postac (przedstawiana w postaci stowa lub cyfry) jest zamienia-
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na na reprezentacje wewnetrzng. Dehaene i Cohen (1995) zaproponowali z kolei
model potréjnego kodowania, ktory zaktada istnienie trzech typow reprezentacji
liczb: w zapisie stownym (np. ,trzy”), zapisie arabskim (np. ,,3”) oraz analogowej
reprezentacji wielkosci (np. ,***”). Kazde zadanie poznawcze o charakterze ma-
tematycznym jest przetwarzane za pomoca odpowiedniego typu reprezentaciji.
Wedtug hipotezy zlozonego kodowania Campbella i Clarka (1988) liczby aktywuja
zintegrowana sie¢ wielu reprezentacji liczbowych. W ten sposob jedna liczba moze
spowodowa¢ wytworzenie wielu réznych reprezentacji. Natomiast No€l i Seron
(1993), w poréwnaniu do propozycji Campbella i Clarka, zaktadaja w swojej hipo-
tezie preferowanego kodu wejsciowego, ze istniejq tylko dwie reprezentacje: stow-
na i cyfr arabskich. Kazdy cztowiek wykorzystuje tylko jedna, preferowana przez
siebie reprezentacje do przetwarzania wartosci liczbowych.

Zalezno$ci numeryczno-przestrzenne

Zgodnie z modelem tréjkodowym reprezentacje liczbowe maja miedzy inny-
mi charakter przestrzenny. Badacze zaktadaja, ze wartosci liczbowe sa reprezento-
wane w kontinuum liczb rzeczywistych wzdtuz analogowej Mentalnej Osi Liczbo-
wej (ang. Mental Number Line, MNL), dajac fundamenty pod myslenie numeryczne
(Dehaene i in., 1998).

Uwarunkowania biologiczne kompetencji numerycznych. Zalozenie Deha-
ene’a i Cohena przeczy wczesniejszemu postrzeganiu umystowych reprezentacji
liczbowych jako bedacych scisle zwiazanych z jezykiem. Ich zdaniem, podstawowe
rozumienie liczb powinno by¢ obecne réwniez u zwierzat (Dehaene, 2005).

I faktycznie, okazuje si¢, ze zwierzeta potrafia np. poréwnac liczbe przeciw-
nikow z liczba czlonkéw swojego stada. Szczury, golebie, matpy, lwy, ryby czy na-
wet pszczoty potrafia przetwarza¢ material numeryczny (Gross i in., 2009; Trojan,
2013), a trzydniowe kurczeta kojarza mniejsze liczebnosci z lewa stronag, a wieksze
z prawg (Rugani i in., 2015). Podobnych danych dostarczaja badania z udzialem
niemowlat (Dehaene i in., 2005). Oznacza to w takim razie, ze podloze przetwarza-
nia liczb, jak réwniez zalezno$ci numeryczno-przestrzennych jest zdeterminowane
biologicznie. Dowodem na to jest tez fakt, ze zaréwno u ludzi, jak i u innych naczel-
nych neurony odpowiedzialne za przetwarzanie reprezentacji liczb s potozone
blisko neuronéw odpowiedzialnych za przenoszenie uwagi w przestrzeni (przegl.
Hubbard i in., 2005).

Neurobiologiczne podloze. Wyniki zaréwno badan klinicznych, jak i ekspe-
rymentéw z udzialem zdrowych ochotnikéw potwierdzaja, ze zaleznosci nume-
ryczno-przestrzenne maja swoj neuronalny osrodek gltéwnie w korze ciemienio-
wej, za$ najistotniejsza role w operowaniu przestrzennymi reprezentacjami liczb
odgrywa bruzda srédciemieniowa. Jest ona aktywowana podczas réznorodnych
zadan z przetwarzaniem liczb, ale w szczegdlnosci tych, w ktérych kluczowe
jest bazowanie na MNL (Dehaene i in., 2004). Wyrdznia si¢ dodatkowo jej boczna
i brzuszna czes$¢. Ta pierwsza odpowiedzialna jest za przesuniecia uwagi, sakka-
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dyczne ruchy gatek ocznych oraz aktualizacje informacji przestrzennej. Z kolei
brzuszna jej cze$¢ angazuje modalnosci: wzrokowa, stuchowa i dotykowa w reakcji
na ruch (przegl. Hubbard i in., 2005). Dodatkowo, jak wykazaty badania z wykorzy-
staniem neuroobrazowania, powierzchnia horyzontalnej bruzdy srédciemieniowej
(ang. Horizontal IntraParietal Sulcus, HIPS) zwiazana jest z przetwarzaniem liczb, za$
zakret przedsrodkowy oraz dolny zakret czolowy sa zaangazowane w obliczenia
mentalne. Ich udzial zmienia si¢ pod presjg czasu, natomiast aktywacja HIPS jest
zalezna od liczby uzywanych do obliczen operandéw (Menon i in., 2000).

Badania behawioralne. Wyniki badani behawioralnych, z pomiarem czasu
i poprawnosci reakcji, rowniez wskazuja na istnienie zaleznosci numeryczno-prze-
strzennych i udowadniaja zarazem rozmieszczenie reprezentacji wartosci liczb
wzdtuz MNL. Jednym z efektow, ktory go ilustruje, jest tzw. efekt dystansu. Po-
kazuje on, ze trudniej jest poréwnac liczby o zblizonej wartosci liczbowej (réznica
miedzy nimi jest mata) niz takie, ktérych wartosci s na MNL odlegte (Moyer, Lan-
dauer, 1967). Dodatkowo trudnos¢ ta wzrasta, gdy rosnie wartosc¢ liczbowa porow-
nywanych liczb i jest to tzw. efekt wielkosci (Buckley, Gillman, 1974). Efekt dystansu
wskazuje na istnienie MNL, za$ efekt wielkosci wynika z faktu, ze MNL lepiej re-
prezentuje male wartosci liczbowe niz te wigksze (Verguts, van Opstal, 2005). Wia-
domo tez, ze sila efektu dystansu maleje wraz z wiekiem (Moyer, Landauer, 1967).

Henik i Tzelgov (1982) odkryli rowniez tzw. efekt zgodnosci wielkosci (ang. Size
Congruency Effect, SiCE). Efekt ten jest odwzorowaniem fenomenu Stroopa odzwier-
ciedlajacego wplyw irrelewantnosci do zadania na intencjonalne przetwarzanie
bodzcow podczas poréwnywania dwoch wartosci liczbowych. Dtuzszy czas reak-
cji (ang. Reaction Time, RT) w warunku niekongruentnym (np. 3 5) w poréwnaniu
z warunkiem kongruentnym (np. 3 5) wskazuje, ze wartosc¢ liczbowa liczb catkowi-
tych jest przetwarzana automatycznie.

Efekt SNARC

Badania nad efektem SNARC

Kolejnym dowodem potwierdzajacym istnienie zaleznosci numeryczno-prze-
strzennych jest efekt SNARC (ang. Spatial-Numerical Association of Response Codes).
Polega on na wywotywaniu szybszej reakcji po prawej stronie w odpowiedzi
na wieksze wartosci liczbowe, a po lewej, gdy sa to liczby o mniejszej wartosci
(Dehaene, Bossini, Giraux, 1993).

Odkryty przez Dehaene’a i wspotpracownikéw efekt zainspirowal wielu na-
ukowcow do badan nad nim. Nuerk, Wood i Willmes (2005) wykazali, ze wystepo-
wanie efektu jest niezalezne od modalnosci (liczby byly prezentowane wzrokowo
czy stuchowo). Dodatkowo efekt obecny jest tez podczas reakcji stopami (Schwarz,
Miiller, 2006) oraz poprzez ruch oczu (Schwarz, Keus, 2004). Badania nad efektem
SNARC dotycza gtdwnie liczb, mozna go jednak zaobserwowac, zwracajac uwage
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osobie badanej na przestrzenng organizacje innych kategorii bodzcéw, np. liter czy
dni tygodnia (Gevers, Reynvoet, Fias, 2003).

Uwagowy efekt SNARC

Fischer i wspétpracownicy (2003) w zastosowanym w ich badaniach para-
dygmacie uzyli cyfr jako bodzcéw poprzedzajacych bodzce — cele wymagajace re-
akcji i wykazali, ze centralnie prezentowana cyfra w zaleznosci od wartosci licz-
bowej mimowolnie przesuwa uwage badanych w prawo lub w lewo zgodnie z jej
lokalizacja na MNL. To zjawisko sugeruje aktywacje pod wptywem prezentacji
cyfry osrodkow odpowiadajacych za przetwarzanie liczb oraz wewnetrzng i ze-
wnetrzng reprezentacje przestrzeni. Dowodzi to, Ze przestrzennie zorganizowana
MNL jest automatycznie aktywowana za kazdym razem, kiedy patrzymy na liczby.
Przesunigcie ogniska uwagi w reprezentacji umystowej powoduje wigc przesunie-
cie w polu widzenia.

W badaniach z wykorzystywaniem zadania z bisekcja odcinka (Calabria, Ros-
setti, 2005) dowiedziono zZe, gdy 6w odcinek prezentowany badanemu skonstru-
owano z liter tworzacych potaczone ze soba nazwy liczebnika odpowiadajacego
liczbom o niskiej wartosci liczbowej (np. twotwotwotwo...), badani zaznaczali
jego srodek przesunigty w lewa strone wzgledem wlasciwego srodka. Z kolei gdy
odcinek skonstruowano z ciggu liter bedacych liczebnikami odpowiadajacymi
liczbom o wyzszej warto$ci (ninenineninenine), badani wskazywali $rodek prze-
suniety — wzgledem rzeczywistego punktu podziatu na pét — w strone prawa. To
samo dotyczylo odcinkéw wyswietlanych jako cigg cyfr arabskich. Dowodzi to,
ze automatyczne przetwarzanie liczb wptywa na wizualno-motoryczne aspekty
zachowania.

Ulamki

Mentalne reprezentacje utamkow

Pojawienie si¢ jezyka, a z nim wynalezienie symboli umozliwilo przeksztalca-
nie przyblizonych reprezentacji wartosci liczbowych w sprecyzowane reprezenta-
cje liczb. Zdolnos¢ do kodowania wielkosci liczbowych niezaleznie od modalnosci
i formy prezentacji jest warunkiem wstepnym do rozwoju umiejetnosci matema-
tycznych (Dehaene, 1997). Wprowadzenie utamkdéw stanowito kolejny krok, ktéry
pozwolil na poszerzenie zakresu i elastycznosci systemu wielkosci, a co za tym
idzie — wyjscie poza liczby catkowite.

Trudnosci ze zrozumieniem utamkéw. Ulamki stanowia kluczowy element
w opanowaniu algebry i wyzszej matematyki. Wiedza o nich jest jednym z gtow-
nych dziatéw edukacji matematycznej w szkole podstawowej. W przeciwienistwie
do niesymbolicznych proporcji utamki uwazane sa za niezrozumiate i nieintu-
icyjne, pomimo faktu, ze maja semantycznie jasng konstrukcje. Dzieci w szkole
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podstawowej nie rozumieja zapisu utamkow zwyklych. Smith, Solomon i Carey
(2005) wykazali, ze nie potrafiag one uporzadkowac¢ utamkéw ani odpowiedzie¢,
dlaczego w danym utamku sa dwie liczby calkowite, a wiele z nich nawet za-
przecza, ze istnieja liczby pomiedzy kazda para sasiadujacych ze soba na osi liczb
naturalnych.

Gallistel i Gelman (2000) zatozyli, ze uczenie sie liczb catkowitych jest oparte
na systemie liczb rzeczywistych. Stwierdzili wigc, ze jesli wartosci liczbowe s3 re-
prezentowane na kontinuum liczb rzeczywistych, to mentalne reprezentacje utam-
kéw nie powinny by¢ problematyczne dla osoby uczacej sie ich. Jednak powszech-
nie znanym faktem jest to, ze dzieci majg problemy z ich nauka (Smith, Solomon,
Carey, 2005). Moze by¢ to zwiazane z wymogiem postrzegania utamka jako jednej
wartosci liczbowej zaleznej od stosunku dwdch liczb catkowitych, a nie jako dwoch
osobnych wartosci liczbowych. Typowym btedem, ktory popelniaja dzieci w za-
daniach dotyczacych utamkoéw jest np. odpowiedz, ze 1/56 jest mniejsza od 1/75,
bo 56 jest mniejsze od 75. Przez to zakltada sig, ze problemy dzieci z utamkami sg
powiazane z ich wiedza o wczesniej i czesciej uzywanych liczbach catkowitych,
ktore moga zakldcaé dzieciom nowa koncepcje liczb wymiernych. Ni i Zhou (2005)
nazwali ten efekt tendencja do skupiania si¢ na liczbach catkowitych (ang. whole
number bias). Smith, Solomon i Carey (2005) uwazaja, ze konceptualna zmiana po-
trzebna do opanowania utamkéw wymaga zrozumienia, ze fizyczne wielkosci (tak
samo jak abstrakcyjne liczby) sa ciagte i nieskonczenie podzielne.

Z drugiej strony niektorzy badacze sugeruja, ze dzieci jeszcze przed rozpo-
czeciem edukacji szkolnej wykazuja spontaniczne rozumienie utamkéw. Mix,
Cohen-Levine i Huttenlocher (1999) pokazali, ze nawet dzieci w wieku 4-6 lat po-
trafia dodawac i odejmowac utamki, ktore sgq prezentowane w postaci ¢wiartek
kota. Z kolei Gelman (2000) uwaza, ze dzieci rozwigzuja tego typu zadania bez
rozumienia koncepcji utamkéw. Osiagaja to raczej dzieki wykorzystaniu strategii
percepcyjnych, takich jak wyliczanie ¢wiartek. Stwierdzono wiec, ze dzieci po-
trzebuja specjalnych instrukcji, aby wykona¢ takie zadanie. W innym badaniu,
z udziatem dzieci w wieku od 3 do 7 lat, Bialystok i Codd (2000) zaobserwowali
wzrost poziomu rozumienia liczb catkowitych wraz z wiekiem. Nie dotyczyto to
jednak liczb wymiernych, dla ktérych tylko siedmiolatki wykazaty si¢ umiarko-
wanym zrozumieniem utamkéw.

Czesto zakltada sie, ze trudnosci w procesie uczenia pojecia liczby wymiernej
(zwiazane ze sktonnosciq do przetwarzania liczby w formie utamka jako dwdch
oddzielnych liczb catkowitych) dotycza tylko dzieci i nie powinny stanowi¢ pro-
blemu dla dorostych. Zatozenie to sprowadza sie do rozumowania, ze jesli dorosli
potrafia przetwarzac¢ utamek jako calos¢, to jego wartos¢ liczbowa powinna by¢
fatwo i bezposrednio dostepna (poprzez dostep do wartosci liczbowych reprezen-
towanych na kontinuum liczb rzeczywistych). Badania nad podejmowaniem de-
cyzji przeprowadzone przez Gigerenzera i Hoffrage’a (1999) pokazuja natomiast,
ze utamki sa trudne do zrozumienia nawet dla dorostych. Autorzy uwazaja, ze
znacznie tatwiejsze jest myslenie w kategoriach oddzielnych wartosci liczbowych
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niz w kategoriach utamkdéw, proporcji czy czestosci. Oznacza to, ze posiadajac
reprezentacje utamka bedaca wartoscia liczbowa licznika i mianownika, nie ma
bezposredniego dostepu do wartosci rzeczywistej utamka, a wyksztalceni (maja-
cy za soba lata edukacji) dorosli moga obejs¢ ten problem poprzez zastosowanie
odpowiednich strategii poznawczych, ktére polegajq na przetwarzaniu wartosci
liczbowych sktadowych danego utamka (Butterworth, 2001).

Dowody z badan z udziatem dzieci bedacych przed rozpoczeciem edukacji
szkolnej i wyedukowanych dorostych sugeruja, ze trudnosci ze zrozumieniem
ulamkow nie mozna wiaza¢ wylacznie ze szkolna edukacja matematyczna. Galli-
stel, Gelman i Cordes (2006) twierdza, Ze to jezyk determinuje specjalny status liczb
naturalnych, jednak moze rowniez odpowiadac za tworzenie koncepcji w proce-
sie uczenia si¢ utamkow. Dysponujac unikalnymi oznaczeniami, jakimi sg stowa
(np. ,potowa”, ,¢wierc”) oraz symbole (np. Y2, V4) powtarzajace sie w tym samym
kontekscie i w tym samym znaczeniu, mozna stworzy¢ baze nowych, unikalnych
mentalnych reprezentacji. Teoria ogolnego ksztatcenia Perrucheta i Vintera (2002)
dotyczaca samoorganizacji Swiadomosci (ang. self-organized consciousness, SOC) za-
ktada, ze mentalne reprezentacje moga si¢ ksztattowac¢ wraz z nabywaniem do-
$wiadczenia. Oznacza to, ze kazda intensywnie praktykowana umiejetnos¢ z do-
wolnej dziedziny (wlaczajac w to przetwarzanie utamkow) moze wyksztalci¢ swoja
reprezentacje w pamieci dlugotrwatej (ang. long-term memory, LTM), a zatem mozna
wypracowac sobie takze mentalne reprezentacje utamkow. Taki poglad jest zgodny
z dowodami z badan pokazujacymi, ze doswiadczenie w zakresie danej umiejetno-
$ci prowadzi do tworzenia samodzielnych reprezentacji, ktére moga by¢ automa-
tycznie kodowane, przechowywane i wydobywane (Gobet, 2005).

Przetwarzanie wartosci liczbowych utamkéw w perspektywie filogenezy
i ontogenezy cztowieka. Istnieja dowody na to, Ze proporcje nie sg ewolucyjnie no-
wymi mentalnymi konstrukcjami. Wykazano np., ze matpy przetwarzaja stosunek
dwoch diugosci linii (Vallentin, Nieder, 2008) oraz ze stosunek ten jest kodowany
przez pojedyncze neurony w przedczotowej korze makaka wytadowujace sie mak-
symalnie dla okreslonej (, preferowanej”) proporcji. Pokazuje to, ze mozg naczel-
nych jest zdolny do reprezentowania relatywnej ilosci przy uzyciu tego samego
schematu kodowania, ktéry stosowany jest dla liczb catkowitych (Nieder, Miller,
2003). To dowodzi, ze przetwarzanie utamkéw ma swoje biologiczne podloze.

Z kolei badania z udziatem ludzi i wykorzystaniem funkcjonalnego rezo-
nansu magnetycznego (ang. functional magnetic resonance imaging, fMRI) wyka-
zaly, ze pewne populacje neuronéw w obrebie bruzdy srédciemieniowej sa za-
programowane miedzy innymi do przetwarzania wartosci liczbowych utamkow,
niezaleznie od tego, czy sa one prezentowane w zapisie arabskim czy stownym
(Jacob, Nieder, 2009). Aby to stwierdzi¢, wykorzystano tzw. neuropsychologicz-
ne zjawisko adaptacji (Krekelberg, Boynton, van Wezel, 2006), ktore opiera si¢ na
obserwacji, ze powtarzajaca si¢ prezentacja niezmiennych bodzcéw (w tym przy-
padku byta to wartosc¢ liczbowa %) pociaga za soba spadek aktywacji w obsza-
rach wrazliwych na te¢ informacje. Aby upewnic sig, ze utamki sa reprezentowane
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niezaleznie od liczb catkowitych, uzyty zostal szeroki zakres licznikéw i mia-
nownikow jako bodzcéow adaptacyjnych, przy zachowaniu jednak tej samej war-
tosci liczbowej (np. V6, %12, ¥%s). Utamki, ktérych wartos¢ liczbowa lokowata sig
w poblizu %, zmniejszaly aktywacje bruzdy $rédciemieniowej, zas w przypadku
ulamkow o wartosciach wyraznie mniejszych lub wigkszych od % mozna bylto
zaobserwowac jej wzmozone pobudzenie. Moze to $wiadczy¢ o automatycznym
przetwarzaniu liczb wymiernych.

Przeprowadzono tez eksperyment, w ktdrym zaobserwowano, ze nawet nie-
mowleta sg w stanie rozrézni¢ dwie proporcje liczby kropek, dtugo przed zapo-
znaniem sie¢ z koncepcja proporcjonalnosci w procesie edukaciji (McCrink, Wynn,
2007). Wyniki te nawiazuja do wrodzonej umiejetnosci przetwarzania liczb w for-
macie niesymbolicznym, jakim jest tzw. subitacja, czyli szybkie i doktadne osza-
cowanie liczby percypowanych elementéw bez liczenia (przegl. Sobanska, Lo-
jek, 2011), obserwowana zreszta rowniez u réznych gatunkéw zwierzat (przegl.
Trojan, 2013).

Automatyczne i intencjonalne przetwarzanie ulamkow. Przetwarzanie au-
tomatyczne, czyli bez celowej kontroli, jest przeciwienistwem przetwarzania inten-
cjonalnego. Mozna je zaobserwowac, kiedy okreslona informacja jest niepotrzeb-
na do spetnienia wymagan zadania, a zarazem nie jest korzystne intencjonalne
jej przetwarzanie (Perlman, Tzelgov, 2006). Intencjonalne przetwarzanie informacji
o wielkosci liczbowej jest rezultatem intencjonalnych operacji wykonywanych (jesli
to potrzebne) na reprezentacjach przechowywanych w LTM. Aby zbada¢ automa-
tyczne przetwarzanie utamkow, istotne jest kontrolowanie przetwarzania intencjo-
nalnego. Pozwala to na sprawdzenie, ktére zmienne wplywaja na przetwarzanie,
kiedy wartosci liczbowe utamka sa relewantne do zadania i ktére intencjonalne
strategie sq uzywane przez uczestnikéw do przetwarzania tych wartosci liczbo-
wych (Kallai, Tzelgov, 2009).

Przykladem intencjonalnego przetwarzania wartosci liczbowych moga by¢
zadania z poréwnywaniem liczb. Jednym ze wskaznikow tego procesu jest efekt
dystansu, mimo ze zostal on zaproponowany jako wskaznik przetwarzania auto-
matycznego (Dehaene, Akhavein, 1995). Okazuje si¢ jednak, Ze efekt ten nie wy-
stepuje, gdy informacja o wartosci liczbowej nie jest istotna do wykonania zadania
(Tzelgov, Ganor-Stern, 2005), a wiec moze to by¢ dowodem na intencjonalne prze-
twarzanie wartosci liczbowych. Z kolei pojawienie si¢ efektu zgodnosci wielkosci
(SICE) dla par utamkoéw jest przyktadem automatycznego dostepu do informacji
o ich wartosciach liczbowych.

Istotnym pytaniem jest to, czy zestaw liczb przechowywanych w LTM (a przez
to odrebnych) jest ograniczony tylko do liczb naturalnych, czy tez faktycznie doty-
czy wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych (w celu utworzenia ciaglosci), a za-
tem obejmuje tez utamki. MNL jako analogia do osi liczbowej wydaje sie takze
sugerowac ciagta (jako kontinuum) reprezentacje liczb wzdtuz niej rozmieszczo-
nych (Dehaene, 2003). Automatyczne przetwarzanie utamkow oznaczatoby dostep
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do takich mentalnych reprezentacji ich wartosci liczbowych. To z kolei powinno
umozliwiac¢ szybkie poréwnywanie utamkow (np. % z %5).

Definicja automatyzmu jako procesu pobierania z pamieci zaktada, ze infor-
macja, ktéra zostata pobrana automatycznie, jest reprezentowana jako samodzielna
w LTM (Perruchet, Vinter, 2002). A wiec jezeli badani mimowolnie przetwarzaja
informacje o wartosci liczbowej, nawet jesli nie jest ona wymagana w zadaniu, to
mozna spodziewac sig istnienia takiej samodzielnej reprezentacji przechowywa-
nej w LTM. Informacja ta, jako irrelewantna do zadania, nie bedzie wykorzysty-
wana przy uzyciu strategii intencjonalnych, wiec moze by¢ identyfikowana jako
pierwotna jednostka systemu poznawczego. Jednak przetwarzanie takich jedno-
stek (wrodzone czy nabyte) jest zwigzane tylko z automatycznym odzyskiwaniem
z pamieci. Bardziej ztozone jednostki nie sa reprezentowane samodzielnie w LTM,
a raczej sa generowane intencjonalnie, zgodnie z wymogami okreslonego zadania.
W zwiazku z tym niektérzy badacze, poréwnujac wyniki uzyskane w warunkach
automatycznego i nieautomatycznego przetwarzania informacji o wartosci liczbo-
wej, zakladali mozliwo$¢ istnienia dysocjacji pomiedzy nimi. W ten sposéb Ganor-
-Stern, Tzelgov i Ellenbogen (2007) zaobserwowali takie roznice dla liczb dwucy-
frowych, natomiast Tzelgov, Ganor-Stern i Maymon-Schreiber (2009) dowiedli, ze
dotyczy to réwniez liczb ujemnych. Oznacza to, ze te liczby nie sg przetwarzane
automatycznie.

Niektorzy jednak uwazajg, ze regulty moga by¢ zautomatyzowane, ale jedno-
czesnie nie by¢ reprezentowane jako unikalne odrebnie w LTM (Tzelgov i in., 2000).
Przykladem stosowania takich regut w zakresie umiejetnosci matematycznych jest
szybka odpowiedz w postaci wynikow rownan, ktére zawieraja 0 (np. X x 0 = 0).
Regula dla utamkéw wiasciwych jest X/Y < 1, jednak to odwzorowuje ich unikal-
ne wartosci liczbowe i determinuje ich potozenie na MNL (miedzy 0 a 1) (Kallai,
Tzelgov, 2009). Mozna by wiec zatozy¢, Ze ta reguta jest reprezentowana samodziel-
nie. Inni badacze uwazaja, ze informacje takie moga by¢ samodzielnie reprezen-
towane w LTM, ale nie oznacza to ich automatycznego przetwarzania. Wynika to
z definicji automatyzmu jako procesu pobierania z pamieci, w ktérej nie ma wy-
starczajaco duzo egzemplarzy albo w ktorej slad pamieciowy nie jest wystarczajaco
trwaty (Perruchet, Vinter, 2002), aby zdeterminowa¢ odpowiedz.

Kallai i Tzelgov (2009) wysuneli dwie hipotezy moéwiace, ze wartosci licz-
bowe utamkéw sa reprezentowane albo jako oddzielne wartosci liczbowe (rozne
wartosci dla roznych utamkéw), albo w formie tzw. zgeneralizowanego utamka
(zapis kazdego utamka wiasciwego przedstawionego jako wyrazenie X/Y <1 sa-
modzielnie reprezentowanego na MNL). Wyniki ich badan pokazaty, ze utamki
sq przetwarzane jako mniejsze od liczb catkowitych niezaleznie od ich wartosci
liczbowych (czyli zgodnie z zasada X/Y < 1), a dodatkowo reprezentacja zgenerali-
zowanego ulamka jest umieszczona na tej samej MNL, na ktdrej ,,rozmieszczone”
sa reprezentacje liczb naturalnych. Badacze réwnoczesnie jednak stwierdzili, ze
przetwarzanie ulamkow jest nieautomatyczne.
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Badania nad efektem SNARC z wykorzystaniem utamkow

Efekt SNARC przejawia si¢ jako istotna réznica miedzy reakcja na bodzce
zgodne i niezgodne. W dotychczasowych badaniach byty to réznice miedzy RT
i/lub poprawnoscia odpowiedzi na liczby, ktérych lokalizacja na MNL jest zgodna
ze strong reakcji i RT/poprawnoscia odpowiedzi na liczby, w przypadku ktérych ta
lokalizacja zgodna nie jest (Dehaene, Bossini, Giraux, 1993).

Badania z poréwnywaniem ulamkoéw. Czy efekt ten dotyczy w takim sa-
mym stopniu utamkdw, jak liczb catkowitych? Innymi stowy, czy wartosci liczbo-
we utamkdéw maja swoje umystowe reprezentacje rozmieszczone przestrzennie na
MNL, podobnie jak liczby catkowite? Obecnos¢ efektu SNARC przy reagowaniu na
ulamki powinna by¢ odzwierciedlona przez relacje pomiedzy strong reagowania
i wartosciq liczbowgq catego utamka. Z kolei przetwarzanie jego komponentéw —
przez interakcje pomiedzy strong reagowania i wartoscia liczbowg licznika i/lub
mianownika. To pozwala stwierdzi¢, czy przetwarzanie utamkow jest komponen-
towe czy holistyczne (czy przetwarzamy jego komponenty oddzielnie, czy traktu-
jemy go jako catos¢). Bonato i wspolpracownicy (2007) przeprowadzili wiele eks-
perymentéw wyijasniajacych, w jaki sposéb utamki sa mentalnie reprezentowane
i przetwarzane. Do przeprowadzenia badan wykorzystano zadanie poréownywania
wartosci liczbowych utamkéw, aby okreslic site efektu dystansu i efektu SNARC.
W pierwszym eksperymencie na ekranie wyswietlano utamki zwykle, gdzie licz-
nikiem bylo 1, a mianownik byt liczba z zakresu od 1 do 9. Osoby badane miaty
wybra¢ prawa lub lewa reka, czy prezentowany utamek jest mniejszy czy wiekszy
od 5. Jesli wyswietlany utamek byt wiekszy od 5, badany miat wybrac¢ prawy przy-
cisk; jesli utamek byt mniejszy niz %, badany miat wybrac¢ lewy przycisk. Pozostate
eksperymenty Bonato i wspotpracownikéw réznity sie jedynie zakresem pordw-
nywanych bodzcow (inne wartosci licznika i mianownika). Ich wyniki ujawnity
odwrotny efekt SNARC, pokazujac, ze w przypadku utamkdéw zwyktych osoby do-
roste, przetwarzajac je, oddzielnie traktuja licznik i mianownik. Oznacza to, ze sa
one przetwarzane na poziomie liczb catkowitych, a wiec nie sa percepowane holi-
stycznie. Liczniki i mianowniki sg poréwnywane oddzielnie, a przyjmowane przez
badanych strategie przetwarzania sq elastycznie dostosowane do sytuacji ekspery-
mentalnej (biezacego zadania). To odkrycie sugeruje, Ze dorosli nie posiadaja samo-
dzielnych odrebnych reprezentacji wartosci liczbowych utamkoéw.

Podobne badania przeprowadzono réwniez z udziatem dzieci (Liu i in., 2013).
Zadanie polegato na porownywaniu wartosci utamkdow, jednak réznity sie one
tylko mianownikami, zas w liczniku kazdy z nich miat wartos¢ 1. Zaobserwo-
wano wystapienie odwrotnego efektu SNARC (poniewaz im wyzsze wartosci
mianownika, tym mniejsza jest wartosc¢ liczbowa catego utamka) oraz efektu dy-
stansu (ale dla mianownikéw dwdch poréwnywanych utamkow). Pokazuje to, ze
dzieci uzyty MNL do reprezentacji utamkdw, ale nie reprezentowaty ich poprzez
ich prawdziwe wartosci, lecz poprzez ich sktadowe. Moze to oznacza¢, ze w za-
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leznosci od reprezentacji utamkow w umysle wybieraly odpowiednia strategie do
wykonania zadania.

Badania z wartoscia liczbowa irrelewantna dla zadania. Nalezy zwrdci¢
uwage, ze w badaniach Bonato i wspotpracownikéw (2007) uczestnicy koncentro-
wali si¢ na wartosci liczbowej ulamka, ktéra musieli poréwnac z wartos$cia referen-
cyjna, a to mogto ich sktoni¢ do korzystania z jakiej$ celowej strategii. Na przyktad
Y5 byla wartoscia referencyjng w poréwnywaniu utamkéw majacych w liczniku
liczbe 1. Mogto to wywolac strategie poréwnywania liczb catkowitych z mianow-
nikéw (czyli zamiast %5 z % poréwnywana byta 5 z 9). Podobnie liczba 1 jako war-
tos¢ referencyjna mogta spowodowad przyjecie strategii poréwnywania licznika
z mianownikiem ufamka (jesli licznik jest wigkszy, to caty utamek jest wiekszy
od 1). Ponadto rodzaj zadania (instrukcji), polegajacego na poréwnywaniu ze soba
dwoch liczb, niejako wymusza u badanego lokalizowanie ich warto$ci na MNL
w celu okredlenia, ktora z nich ,,znajduje si¢” bardziej na lewo, a ktdra — na prawo.
Gdyby wiec nawet badani nie stosowali strategii poznawczych opisanych powyzej,
pojawienie sie efektow dystansu i SNARC mogtoby wynikac¢ z faktu, ze wartosc¢
liczbowa byla tu relewantna do zadania. To zas mogloby sprzyja¢ generowaniu
zaleznosci numeryczno-przestrzennej przypominajacej uwagowy efekt SNARC,
wywotany rodzajem instrukgcji (czy liczba jest wieksza/mniejsza niz...?), podobny
do tego opisanego przez Geversa, Reynvoeta i Fiasa (2003).

Sktania to do postawienia pytania, czy badajac istnienie mentalnych repre-
zentacji ulamkéw na MNL i automatycznego dostepu do nich, nie nalezy stosowac
zadan, w ktorych wartosc¢ liczbowa bedzie irrelewantna. Mozna np. pytac o kolor
przetwarzanego utamka jako ceche niezwigzang z wartoscia liczbowa. Co prawda
badania Fiasa, Lauwereynsa i Lammertyna (2001) wykazaty, ze w zadaniach z okre-
$leniem koloru prezentowanych liczb efekt SNARC nie pojawil sie. Jednakze wyniki
eksperymentu z uzyciem utamkoéw dziesigtnych (Wrdblewski, Gut, 2015) ujawnity
istnienie tego efektu przy okreslaniu koloru (a wiec wartosci liczbowej irrelewantnej
do zadania). Co wiecej, efekt SNARC otrzymano w tych badaniach tylko w przy-
padku utamkow zjedna cyfra po przecinku (od 0,1 do 0,9), podczas gdy nie wystapit
on dla utamkoéw z dwiema cyframi po przecinku (np. 0,15 czy 0,65). To z kolei tylko
potwierdza, ze wielocyfrowe utamki dziesigtne generuja te same rezultaty w prze-
twarzaniu co wielocyfrowe liczby naturalne (Barrouillet i in., 2004), takie jak np.
trudnos¢ w uzyskaniu efektu SNARC. W tym kontekscie warto wspomnie¢, ze jest
to jedna z prawdopodobnych przyczyn bardzo czestych btedéw w poréwnywaniu
wartosci liczbowych utamkow dziesietnych. Jak relacjonuja nauczyciele, nierzadko
dziecko zapytane, ktéry z dwdch utamkéw — 0,8 i 0,65 jest wieksza liczba, odpo-
wiada, ze 0,65 i wyjasnia, ze 65 jest wigeksze od 8. Bardzo prostym sposobem, aby
nauczy¢ poprawnego porownywania liczb niecatkowitych, jest w takich przykta-
dach dopisac¢ ,,0” na drugim miejscu po przecinku w utamku reprezentujacym licz-
be dziesietna z jedna cyfra po przecinku, a nastepnie wskazac, ze porownanie 0,65
0,80 to tak jak porownanie 65 z 80, z ktérym dziecko juz zazwyczaj problemu nie
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ma. Forma utamkéw zwyktych sklada si¢ z odwrotnej proporcji pomigdzy warto-
Scig liczbowq utamka i wartos$ciq liczbowa mianownika, co sprawia, ze sa bardziej
atrakcyjne w badaniu ich mentalnych reprezentacji. W ich przypadku z kolei btedy
w operowaniu nimi wynikaja ze stosowania wspomnianych wczesniej strategii po-
znawczych. I dlatego dziecko zapytane, co jest wieksze: ¥5 czy %, nierzadko odpowie
(btednie), ze % (kierujac si¢ tym, ze i w liczniku, i w mianowniku tego utamka sa
wigksze wartosci liczbowe niz w liczniku i mianowniku utamka %5).

Kolejne pytania, ktdre warto postawi¢, to jakie znaczenie ma czesto$¢ uzywa-
nia utamka w codziennym doswiadczeniu dla ,,dostepnosci” do jego reprezentacji,
a ponadto czy wczesniejsza ekspozycja na wartosci liczbowe utamkéw (kontekst
przetwarzanych bodzcow) wptynie na pojawienie sie efektu SNARC. Teoria ogdl-
nego ksztatcenia SOC Perrucheta i Vintera (2002) zaktada bowiem, Ze mentalne re-
prezentacje moga powstac¢ wraz z nabywaniem doswiadczenia, a zatem praktyko-
wana umiejetnosc¢ (czyli informacja o wielkosci liczbowej utamka) moze stworzy¢
swoja reprezentacje w LTM. Co wigcej, badania nad wptywem kontekstu i obcigze-
nia pamieci krétkotrwalej na wystepowanie efektu SNARC (przegl. Fias, van Dijck,
Gevers, 2011) wskazuja, ze ,trening” polegajacy na porownywaniu utamkéw po-
przedzajacych wilasciwe zadanie moze generowac¢ wyrazng zalezno$¢ numerycz-
no-przestrzenna, nawet jesli wartosci utamkow sa irrelewantne.

Zakonczenie

Przeglad danych z badan, ktdry tu przedstawiono, potwierdza, ze proces prze-
twarzania utamkdéw nie tylko jest odmienny od tego dotyczacego liczb catkowi-
tych, ale tez generuje korzystanie ze specyficznych strategii poznawczych w ope-
rowaniu tymi szczegdlnymi warto$ciami liczbowymi. W rezultacie obserwuje sie
np. brak efektéw behawioralnych typowych dla liczb jednocyfrowych, takich jak
efekt SNARC, co moze by¢ interpretowane jako brak przestrzennej reprezentacji po-
znawczej w przypadku utamkoéw (brak ich uszeregowania na MNL). Badania nad
przetwarzaniem utamkow pokazuja réwniez, ze operowanie ich reprezentacjami
umystowymi nie jest wylacznie rezultatem doswiadczenia i praktyk edukacyjnych,
o czym $wiadcza zaprezentowane tu wyniki badan na zwierzetach czy z udzia-
fem matych dzieci. Nie neguje to jednak znaczenia czynnikéw srodowiskowych
w umiejetnosci operowania utamkami, gdyz na podstawie wiedzy na temat pro-
cesdw poznawczych zaangazowanych w operowanie takim materiatlem numerycz-
nym mozna opracowywac skuteczne metody ulatwiajgce nauke utamkéw (jak np.
wspomniane dopisywanie ,,0” na drugim miejscu po przecinku przy poréwnywa-
niu ulamkoéw dziesietnych) oraz zrozumie¢, na czym polega trudnos¢ w postugi-
waniu si¢ nimi. Dodatkowo, biorac pod uwage wptyw ¢wiczenia poréwnywania
utamkamkow i codziennych doswiadczen w operowaniu nimi na ksztattowanie si¢
ich przestrzennych reprezentacji na MNL, warto rozwazy¢ zasadnos$¢ stosowania
takich metod edukacyjnych, ktére trenowalyby dziatania na utamkach w odniesie-
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niu do ich uszeregowania na osi liczbowej. Liczne badania dowodza korzystnego
wplywu treningéw poznawczych opartych na MNL na umiejetno$ci matematyczne
dzieci (np. Kucian i in., 2011), wigc analogiczne efekty dalyby one prawdopodobnie
w przypadku takiego materiatu jak utamki. Wyniki dotychczasowych badan sa po-
nadto dobrym punktem wyjscia do kolejnych pytan badawczych, ktére tu zasuge-
rowano i na ktore warto poszukac¢ odpowiedzi w badaniach eksperymentalnych.
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Streszczenie. Zagadnienie umyslowych reprezentaciji liczb, ich ksztattowania sie
w rozwoju i neuronalnego podtoza jest stosunkowo dobrze poznane i udokumen-
towane w literaturze. Z badan tych wiadomo miedzy innymi, ze istnieje bardzo
Scisty zwigzek miedzy umystowymi reprezentacjami liczb i przestrzeni, co ilu-
struje koncepcja uporzadkowania liczb na tzw. Mentalnej Osi Liczbowej. Donie-
sienia z badan nad tq zaleznoscig dotycza jednak gtéwnie liczb catkowitych, za$
analogiczne badania nad poznawczymi reprezentacjami ulamkéw sa nieliczne
i daja niejednoznaczne rezultaty. Niniejszy artykut stanowi prébe przegladu do-
tychczasowej literatury dotyczacej tego tematu z odniesieniem do neuronalnych
i behawioralnych korelatow mentalnych reprezentacji liczb niecatkowitych, jak
rowniez metod ich badania. Stawiane sa tez pytania, mogace stanowi¢ punkt wyj-
$cia do dalszych dociekan w tym zakresie.

Stowa kluczowe: poznanie matematyczne, efekt SNARC, utamki, umiejetnosci
matematyczne
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