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SELECTED STATISTICAL METHODS FOR HANDLING MISSING DATA

Summary. This article presents selected modern statistical way of understanding of
missing data. It focuses on explaining missing data mechanisms introduced by
Rubin: missing completely at random (MCAR), missing at random (MAR) and mis-
sing not at random (MNAR). Classical and modern statistical tools for coping with
missing data are presented end evaluated including: missing data deletion, mean
imputation, regression imputation, stochastic regression imputation, hot deck im-
putation, multiple imputation (MI) and maximum likelihood estimation with mis-
sing data (ML). The article finishes with practical guidance for missing data handling.
Key words: missing data, maximum likelihood, multiple imputation, hot deck im-
putation

Wprowadzenie

Wystepowanie brakéw danych w badaniach spotecznych jest sytuacja naturalna
i czesta. Respondenci niekiedy odmawiajq udziatu w badaniu, z réznych przyczyn
nie chca lub nie potrafig odpowiedzie¢ na zadawane im pytania, czasami przypad-
kowo opuszczaja niektore pytania. Wystepowanie brakéw danych w badaniu rodzi
wiele niebagatelnych problemow, takich jak znieksztatcenie rozkladéw analizowa-
nych zmiennych czy wzrost obcigzenia i wariancji wykorzystywanych estymatorow.
Ignorowanie problemu brakéw danych lub niewtasciwe traktowanie tego problemu
moze znieksztatci¢ wyniki i prowadzi¢ badacza do blednych wnioskow. Ewolucja
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teorii i metod statystycznych przyniosta wiele rozwiazan mogacych stanowi¢ pomoc
w rozstrzyganiu problemdéw wynikajacych z brakéw danych. Czes$¢ z nich przed-
stawiono w tym artykule.

Artykut ten bazuje na podejsciu Rubina i jego statystycznym rozumieniu bra-
kow danych. Zaprezentowane zostana tutaj klasyczne metody radzenia sobie z bra-
kami danych oraz metody nawigzujace bezposrednio do koncepgji Rubina. Nie jest
to zatem kompletny przeglad metod rozwiazywania probleméw brakéw danych,
a wybor potencjalnie najbardziej uzytecznych dla badacza zjawisk psychologicznych
i spotecznych.

Mechanizmy powstawania brakow danych i ignorowalnos¢

W 1976 roku Rubin opublikowal dziewigciostronicowy artykut Interference and
missing data (Rubin, 1976). Na tych kilku stronach sformutowat podstawy, ktore staty
sie fundamentem dla nowoczesnych technik radzenia sobie z brakami danych. W arty-
kule po raz pierwszy przedstawiony jest przejrzysty, matematycznie rygorystyczny,
system klasyfikacji brakéw danych oraz zalozenia, ktore za nim stoja. W tym krotkim
artykule Rubin stawia podwaliny estymacji za pomocg metody najwiekszej wiary-
godnosci (MNW; ang. maximum likelihood, ML) oraz techniki wielokrotnych imputacji
(ang. multiple imputation, MI) w sytuacji wystepowania brakéw danych.

W podejsciu wywodzacym si¢ od Rubina brak danych jest uwazany za fenomen
probabilistyczny i podlegly , procesowi powodujacemu braki danych” (process that
causes missing data) (Rubin, 1976, s. 582). Mechanizm, ktory skutkuje tym, iz niektore
dane sa rejestrowane, a inne nie, opisuje powstawanie brakow danych oraz relacje
miedzy brakami danych a kompletnym zbiorem danych. Nazywany on bedzie me-
chanizmem generujacym braki danych.

Rubin, a za nim wigkszos$¢ badaczy zajmujacych sie problematyka brakow da-
nych, wyrdznia trzy typy mechanizméw generujacych braki danych:

(1) Mechanizm catkowicie losowy (MCAR: Missing completely at random);
(2) Mechanizm losowy (MAR: Missing at random);
(3) Mechanizm nielosowy (MNAR Missing not at random).

Pelny statystyczny opis mechanizmdw generujacych braki danych i wynikajace
z nich konsekwencje dla statystycznego modelowania zostaty umieszczone w anek-
sie. Dla badaczy zainteresowanych jedynie aplikacyjnymi problemami modelowania
statystycznego problematyke mozna uprosci¢. Z mechanizmem MCAR mamy do
czynienia, gdy proces powstawania brakow danych jest catkowicie losowy. W sytua-
¢ji MAR wystepowanie zjawiska brakow danych zalezy wylacznie od zmiennych ob-
serwowalnych. Mechanizm MNAR opisuje sytuacje, w ktorej braki danych zwigzane
sa ze zmiennymi nieobserwowalnymi. Na przykiad mechanizm MCAR wystepuje
w badaniach, w ktdrych respondentom losowo przydziela si¢ rozne wersje kwestio-
nariuszy, czesciowo rdzniace si¢ zestawami pytan (Pokropek, 2011). Z mechanizmem
MAR mozemy mie¢ do czynienia, gdy prawdopodobienstwo odmowy odpowiedzi
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zwigzane jest jedynie z obserwowalna, zarejestrowana podczas wywiadu cecha re-
spondenta, np. plcia. Mechanizm MNAR moze uwidaczniad si¢ w sytuacji, gdy nie-
che¢ respondentéw do odpowiadania na dane pytanie zwigzana jest z nieobserwo-
walna w danym badaniu cecha, np. zgeneralizowanym zaufaniem, statusem spotecz-
nym czy inteligencja.

Dlaczego rozréznienie typow mechanizméw powodujacych braki danych jest
takie wazne? Poniewaz w zaleznosci od tego z jakim mechanizmem mamy do czy-
nienia rézne metody radzenia sobie z brakami danych beda w réznym stopniu efek-
tywne. Rubin stworzy? i formalnie omdéwit koncepcje kryterium ignorowalnosci
(Rubin, 1976). Kryterium te mowi o tym dla jakiego mechanizmu brakéw danych
i metod radzenia sobie z brakami danych, problem brakéw danych moze by¢ igno-
rowany, a dla jakiej sytuacji nie mozna go ignorowac bez powaznych konsekwencji
dla trafnosci uzyskanych wynikow.

Jezeli mamy do czynienia z mechanizmem MCAR, nawet proste metody jak
usunigcie obserwacji parami nie beda prowadzity do znacznych btedéw w estymacji
(kosztem jaki tutaj poniesiemy bedzie utrata mocy testow statystycznych wraz ze
wzrostem udziatu brakéw danych w prébie). Braki danych w tej sytuacji (mecha-
nizm MCAR i sposdb radzenia sobie z brakami danych: usunigcie parami) sg igno-
rowane. Jezeli mamy do czynienia z sytuacja MAR proste metody nie wystarcza do
spetnienia kryterium ignorowalnosci. Rubin (1976) udowodnit, ze aby moéwic o ig-
norowalnosci w sytuacji MAR trzeba odwotac sie do takich metod jak estymacja me-
toda najwiekszej wiarygodnosci, ktdra bierze pod uwage braki danych lub metody
oparte na bayesowskich wielokrotnych imputacjach, czyli MNW i WI. Jezeli chodzi
o sytuacje MNAR to ignorowalnos¢ uzyskamy jedynie wtedy, kiedy znamy do-
ktadna warto$¢ parametrow stojacych za mechanizmem powodujacym powstawa-
nie brakow danych. W praktyce oznacza to, ze ignorowalnos¢ dla sytuacji MNAR
jest praktycznie niemozliwa.

»~Klasyczne” metody radzenia sobie z brakami danych

W tej czesci przyjrzymy sie klasycznym metodom radzenia sobie z brakami da-
nych. Przeglad ten pokaze jakie konsekwencje wigza sie z wykorzystaniem klasycz-
nych metod radzenia sobie z brakami danych. Zademonstrowane zostanie jak
decyzje zwiazane z radzeniem sobie z brakami danych wptywaja na koncowe osza-
cowania. Pokazane zostanie w jakich sytuacjach klasyczne metody daja zadowala-
jace wyniki, a w jakich sytuacjach nalezy ich unikac.

Kazdemu opisowi metody radzenia sobie z brakami danych towarzyszyt bedzie
rysunek pokazujacy istote przeprowadzanych zabiegéw. Kazdy z rysunkéw odnosi
sie do jednego zbioru danych o liczebnosci 400. W przedstawionych przyktadach
zmienne wylosowane zostaty z wielowymiarowego rozkltadu normalnego. Dla y,
$rednia wynosita 10, a dla y, 11. Odchylenie standardowe dla obydwu zmiennych
wynosito 6, a korelacja miedzy nimi 0,6. W zbiorze tym mamy dwie zmienne y, i y,.
Dodatkowo za pomoca mechanizmu MAR wygenerowano braki danych dla zmien-
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nej y,. Innymi stowy, prawdopodobienstwo pojawienia sie brakéw danych skorelo-
wane jest ze zmienng y, (pozostajaca w pelni obserwowalng), a nie ze zmienna y,.
Procent brakow danych dla zmiennej y, wynosi 50%.

Dla kazdej metody radzenia sobie z brakami danych graficzna reprezentacja
procedury ma taki sam schemat. Rysunek przedstawiajacy procedure radzenia sobie
z brakami danych sktada si¢ z trzech wykreséw. Na pierwszym wykresie (patrzac
od lewej strony) znajduje sie¢ wykres rozrzutu dwdch zmiennych y, i y;. Jest to kom-
pletny zbior danych, w ktérym obserwujemy wszystkie wartosci zmiennych nieza-
leznie od tego czy sa one obserwowane (puste kropki) czy mamy do czynienia
z brakami danych (pelne kropki). Na wykresie przedstawione sa tylko obserwo-
walne warto$ci zmiennych. Na trzecim wykresie odnalez¢ mozna zbidr po zastoso-
waniu procedury majacej poradzic¢ sobie z brakami danych. Na kazdym z wykreséw
zamieszczono przerywana linie reprezentujaca relacje miedzy v, i y, oraz podano
$redniq i odchylenie standardowe dla zmiennej y,, czyli tej dla ktdrej obserwujemy
braki danych.

Usuwanie wszystkich jednostek obserwacji z analiz

Pierwsza metoda polega na usunieciu wszystkich obserwacji posiadajacych
braki danych przynajmniej dla jednej zmiennej. W tym wypadku drugi i trzeci wy-
kres rozrzutu przedstawione na rysunku 1 sa tozsame.
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Rysunek 1. Ilustracja podejscia do analiz z brakami danych: usuwanie wszystkich

obserwadji majacych braki danych, mechanizm generowania brakéw da-
nych: MAR

Zrédto: opracowanie wiasne.

Jak wida¢ po usunigciu obserwagcji z brakami danych, relacja miedzy v, i y, nie
zmienia si¢ — nachylenie linii pozostaje niezmienione. Zmienia sie jednak $rednia y,,
zwigksza si¢ wyraznie z 10,88 dla catego zbioru na 12,69 dla zbioru jedynie z obser-
wowalnymi danymi. To zrozumiate, skoro mechanizm powstawania brakéw danych
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jest MAR i prawdopodobienstwo pojawienia si¢ brakéw danych jest zwigzane z war-
toscia i, (W prezentowanym przykladzie im nizsza warto$¢ y; tym wyzsze prawdo-
podobienistwo pojawienia sie brakow danych), natomiast gdy v, i y, sa skorelowane
to $rednio rzecz biorac prawdopodobienstwo brakéw danych dla y, dla nizszych war-
tosci jest wigksze niz dla wyzszych wartosci (posrednio przez wplyw y,).

Prezentowana metoda ma swoje zalety. Gdy mechanizm generowania brakow
danych ma charakter MCAR braki danych sa ignorowalne. W przypadku MAR wta-
Sciwosci tej metody sa stabsze, blednie estymowana jest sSrednia zmiennej z brakami
danych lecz relacje, ktdre nie zaleza od wartosci $redniej (np. wspotczynnik korelacji)
pozostaja nieobciazone.

Usuwanie jednostek obserwacji z analiz parami

Usuwanie wszystkich jednostek obserwacji jest problematyczne w sytuacji,
kiedy mamy do czynienia ze zbiorem, w ktérym figuruje wiele zmiennych. Dla przy-
ktadu, jezeli zbidr danych zawiera 20 zmiennych, a kazda ze zmiennych charakte-
ryzuje si¢ 2% brakow danych. Jezeli braki danych sa czysto losowe to $rednio chcac
usuwac wszystkie obserwacje majace przynajmniej jeden brak danych musielibysmy
usuna¢ okoto 67% zbioru danych (McKnight, 2007; Enders, 2010).

Innym rozwigzaniem jest usuwanie obserwacji parami. Dla przyktadu, jezeli
szacujemy macierz korelacji miedzy 20 zmiennymi, to dla kazdej pary zmiennych
potrzebnej do oszacowania wspodtczynnika korelacji wykorzystuje sie wszystkie
dostepne informacje. Skutkuje to tym, ze kazda para zmiennych moze mie¢ inna
liczebnos¢. Jest to problematyczne w analizach wielowymiarowych, utrudnia sza-
cowanie liczby stopni swobody, a co za tym idzie problematyzuje stosowanie testow
statystycznych. Jest to jednak cena za zwigkszenie mocy analiz statystycznych, do
analiz wielowymiarowych wykorzystywana jest bowiem znacznie wigksza liczba
obserwagji.

Pozostate wlasciwosci metody usuwania jednostek obserwacji parami pozostaja
takie same jak dla usuwania wszystkich jednostek z brakami danych. W szczegol-
nym wypadku, gdy mamy do czynienia z dwoma zmiennymi, tak jak w prezento-
wanym przykladzie, sytuacja usuwania jednostek obserwagji analiz parami redukuje
sie do usuwania wszystkich obserwacji. Przedstawione to zostalo na rysunku 1 i nie
wymaga oddzielnej prezentacji graficzne;j.

Zastepowanie brakow danych srednia

Alternatywa do usuwania brakow danych jest zastepowanie brakow danych
okreslong wartoscig liczbowa. Procedure takg nazywa sie imputacja. Najprostszym
rodzajem imputacji jest zastepowanie nieobserwowalnych wartosci wartoscia sred-
nig zmiennej w probie ($rednia z proby obserwowalnych wartosci zmiennych).
Przedstawiono to na rysunku 2.

strona 295



Wszystkie obserwacje Tylko obserwowalne Po procedurze
309 ° 30 ° 30 °

20 S0 ‘9‘;@/% 20+

. o
;‘D . E(y2)=1088 09 ° E(y2)= 12.69 0 09 ° E(y2)=11.79
0y SD(y2)= 6.24 oo SD(y2)=6.04 %o SD(y2)=4.36

T T T T T T T r r T T T T T T
-10 0 10 20 30 -10 4 10 20 30 -10 0 10 20 30
y1 y1 y1

©  Obserwowalne 0 Obserwowalne 0 Obserwowalne
®  Braki danych ®  Imputowane
—— Relacja(y2, y1) —— Relacja(y2, y1) —— Relacja(y2, y1)

Rysunek 2. [lustracja podejscia do analiz z brakami danych: zastepowanie brakow
danych $rednig, mechanizm generowania brakéw danych: MAR

Zrédto: opracowanie wiasne.

Jak wida¢ procedura taka zaniza znaczaco odchylenie standardowe zmiennej
Y,. Musiato sie tak sta¢, skoro 50% wartosci zmiennej przypisano jedng wartosc¢
(réwna wartosci $redniej sposrdd wartosci obserwowalnych). Znaczne obnizenie
wariangcji pociaga za soba rowniez zmianeg nachylenia krzywej reprezentujacej relacje
miedzy y, i y;. Jak wida¢ zastepowanie srednia dziata mniej efektywnie niz wyklu-
czenie z analizy obserwacji z brakami danych. Zastepowania brakow danych srednia
w sytuacji MAR wigze sie z obcigzonym szacowaniem sredniej i, wariancji y,, relacji
miedzy v, iy, oraz bleddéw standardowych i opartych na nich testéw statystycznych.
Metoda, ktéra na pozoér zachowuje wiecej informacji (nie odrzuca jednostek z bra-
kami danych), sprawia wiecej kfopotéw niz korzysci.

Imputacja nieparametryczna (hot-deck imputation)

Bardziej ztozona procedura zastepowania brakow danych jest imputacja niepa-
rametryczna. Polega ona na znajdowaniu jednostek , podobnych”. W przypadku
dwdéch zmiennych, z ktdrych jedna obarczona jest brakami danych. Procedura kon-
ceptualnie jest bardzo prosta. Wybieramy pare zmiennych v, i i, dla ktdrej y,,
nie ma obserwowalnej wartosci. Nastepnie w grupie par zmiennych v, i Y5, gdzie
nie zdarzaja si¢ braki danych szukamy tzw. ,,dawcy”. Dawca to para zmiennych dla
ktorej vy, = y1) lub przynajmniej wartosci te sg bliskie sobie. Jezeli dawca zostanie
odnaleziony, wtedy brakujaca y,, zastagpiona zostanie wartoscia y,.,. W przypadku
wigkszej liczby zmiennych algorytm poszukuje dawcy jak najbardziej podobnego
ze wzgledu na caly zbiér dostepnych zmiennych.
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Rysunek 3. Ilustracja podejscia do analiz z brakami danych: nieparametryczne za-
stepowanie brakow danych, mechanizm generowania brakéw danych:

MAR

Zrédto: opracowanie wiasne.

Na rysunku 3 przedstawiono wyniki imputacji nieparametrycznej. Jak wida¢
rezultaty uzyskane za pomoca tej procedury zdajq sie by¢ zadowalajace. Zaréwno
$rednia, odchylenie standardowe dla y, pozostaja bliskie wartosciom z catej préby.
Relacja miedzy y, i y, rowniez nie odbiega od tej z pelnego zbioru danych. Charak-
terystyczne dla tego typu imputagji jest utozenie nienaturalnej liczby punktow dla
niektdérych grup wartosci w jednej horyzontalnej linii. Spowodowane jest to tym, ze
podobnym brakom danych przypisywani sq podobni dawcy. Dla duzej frakcji bra-
kéw danych moze mie¢ to duze znaczenie i powodowac¢ duza redukcje wariancji
zmiennej z brakami danych, a w konsekwencji prowadzi do btednych oszacowan
wiekszosci modeli statystycznych. W sytuacji, gdy tylko jedna wartos¢ y, bedzie ob-
serwowalna, wynik imputacji nieparametrycznej bedzie tozsamy z wynikiem im-
putacji za pomoca Sredniej (w tym wypadku specyficznej Sredniej z jednej wartosci).

Imputacja regresyjna

Kolejnag metoda wykorzystywang do tego, by pokonywac klopoty zwiazane z
brakami danych jest imputacja regresyjna. Przeprowadzenie jej wymaga wykonania
dwoch krokow. W pierwszym kroku nalezy oszacowac parametry modelu regres;ji
Y=o+ Py, + e dla zbioru obserwowalnych danych. Nastepnie na podstawie para-
metrow oszacowanych w pierwszym krokéw oraz wartosci y, nalezy wyznaczy¢
przewidywane wartosci i zastgpic¢ nimi braki danych.
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Wszystkie obserwacje Tylko obserwowalne Po procedurze
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Rysunek 4. Ilustracja podejscia do analiz z brakami danych: imputacja regresyjna,
mechanizm generowania brakéow danych: MAR

Zrédto: opracowanie wiasne.

Na rysunku 4 przedstawiono w sposob graficzny wynik imputacji regresyjnej.
Imputacja regresyjna daje charakterystyczny obraz imputowanych wartosci. War-
tosci imputowane ukiadajg sie wzdtuz linii wyznaczajacej relacje miedzy y, i y;.
Dzieje sie tak oczywiscie dlatego, ze linia wyznaczajaca te relacje jest zarazem linia
przewidywania regresji. Imputacja regresyjna daje dobre oszacowanie sredniej y,
choc jej deterministyczny charakter sprawia, iz odchylenie standardowe tej zmiennej
jest zanizane. W konsekwencji zaréwno imputacja regresyjna, jak i wczesniej opisy-
wane metody imputacyjne spowoduja, iz zdecydowana wigkszos¢ parametréw esty-
mowanych modeli statystycznych bedzie blednie szacowana. Trudno zatem reko-
mendowac opisywane wczesniej metody imputacyjne.

Stochastyczna imputacja regresyjna

W odpowiedzi na problemy zwigzane z redukcjq wariancji w imputowanych
danych zaproponowana zostata tzw. stochastyczna imputacja regresyjna. Jest to roz-
winiecie imputacji regresyjnej o jeden dodatkowy krok. Pierwsze dwa kroki znane
z imputacji regresyjnej sa takie same. Trzeci krok polega na dodaniu losowej warto-
$ci do przewidywanej wartosci y,. Wartos¢ ta losowana jest na podstawie z rozkladu
o $redniej 0 i wariancji oszacowanej za pomoca modelu regresyjnego szacowanego
w kroku pierwszym procedury, a mianowicie: var(e). Zaktada to oczywiscie spet-
nienie warunku homoscedastycznosci. Po spetnieniu tego klasycznego wymagania
regresja stochastyczna okazuje sie jedna z najlepszych klasycznych metod radzenia
sobie z brakami danych.
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Rysunek 5. Ilustracja podejscia do analiz z brakami danych: imputacja metoda re-
gresji stochastycznej, mechanizm generowania brakéw danych: MAR

Zrédto: opracowanie wiasne.

Na rysunku 5 w sposob graficzny przedstawiono wynik zastosowania regresji
stochastycznej do zbioru danych znanego ze wczesniejszych przykladow. Wida,
ze za jej pomoca bardzo doktadnie oddawana jest zaréwno $rednia, jak i odchylenie
standardowe zmiennej z brakami danych (y,). Relacja migdzy zmiennymi réwniez
odtwarzana jest bardzo doktadnie. Rzut oka na skrajny lewy i skrajny prawy wykres
z rysunku 5 wskazuje na to iz dwuwymiarowy rozktad y, i y, danych imputowanych
bardzo dobrze odzwierciedla rozklad, w ktérym wszystkie zmienne sa w petni ob-
serwowalne. Uwaza sig, ze metoda ta jest najbardziej efektywna sposroéd klasycz-
nych metod radzenia sobie z brakami danych (Graham, Cumsille, Elek-Fisk, 2003;
Enders 2010). Metoda ta nie jest jednak wolna od wad. Gléwny problem z imputacja
stochastyczna polega na szacowaniu btedéw standardowych i testowaniu hipotez
statystycznych. Problem polega na tym, iz do obliczenia wiekszosci testow statystycz-
nych potrzebna jest informacja o liczbie obserwacji. W przypadku danych imputo-
wanych odpowiedz na to, ile obserwacji wykorzystanych zostato do oszacowania
danego parametru nie jest trywialna. Nie jest to liczba wszystkich dostepnych ob-
serwagcji, poniewaz czes$¢ posiada braki danych. Nie jest to réwniez liczba wszystkich
obserwacji bez brakéw danych, gdyz proces imputacyjny do pewnego stopnia re-
kompensuje utrate informacji spowodowana brakami danych.

»Nowoczesne” metody radzenia sobie z brakami danych

W tej czesci opisane zostang nowoczesne metody radzenia sobie z brakami da-
nych. Precyzyjniej — metoda najwiekszej wiarygodnosci uwzgledniajaca braki da-
nych i metoda wielokrotnych imputacji. Metody te charakteryzuja si¢ najlepszymi
wlasdciwos$ciami statystycznymi i gwarantuja uzyskanie najprecyzyjniejszych wyni-
kéw zaktadajac mechanizmy MAR lub MCAR, gwarantujac nie tylko najlepsze osza-
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cowania punktowe estymatorow, lecz rOwniez poprawne oszacowania btedéw stan-
dardowych (Graham, Cumsille, Elek-Fisk, 2003). Problem estymacji liczby obserwa-
gi dla tych metod nie istnieje, w konsekwencji poprawne szacowanie bltedéw
standardowych i testdw statystycznych przez obydwie metody jest wielkim krokiem
naprzod w stosunku do klasycznych metod.

Obydwie z prezentowanych , nowoczesnych” metod sa asymptotycznie ekwi-
walentne, tj. przy duzych probach dajg poréwnywalne wyniki (Graham, Cumesille,
Elek-Fisk, 2003). Gléwna rdéznica polega na sposobie implementacji. Metoda naj-
wiekszej wiarygodnosci uwzgledniajaca braki danych stosowana jest przede wszyst-
kim w programach statystycznych szacujacych modele cech ukrytych, takich jak
Mplus czy LISREL. Implementacja dla uzytkownika jest prosta i polega na wybraniu
odpowiedniej opcji w programie, ewentualnie wyspecyfikowaniu zmiennych po-
mocniczych (auxiliary variables), czyli zwigzanych z mechanizmem generowania bra-
kéw danych, lecz nie uzywanych bezposrednio w modelu.

Wielokrotne imputacje moga by¢ szacowane za pomoca specjalistycznych pro-
gramow do estymacji bayesowskiej, takich jak STAN lub WinBUGS, JAGS oraz pro-
gramow dedykowanych do generowania wielokrotnych imputacji, takich jak
NORM. Stosunkowa ztozonos¢ tych programow do pewnego stopnia ograniczata
dostep do wykorzystania wielokrotnych imputacji. Sytuacja ta jednak zmienita sie,
gdyz w najnowszych wersjach najpopularniejszych wielozadaniowych programow
statystycznych, takich jak SPSS, Stata, R czy SAS, uzytkownik uzyskat mozliwos¢
uzywania prostych i funkcjonalnych procedur generowania wielokrotnych imputa-
qji. Podejscie wykorzystujace wielokrotne imputacje jest bardziej wymagajace, lecz
rowniez bardziej elastyczne. Raz oszacowane wielokrotne imputacje moga by¢ wy-
korzystywane w dowolnym programie statystycznym dla dowolnych modeli. Dla-
tego w tym artykule poswiecamy im troche wiecej uwagi.

Metoda najwiekszej wiarygodnosci uwzgledniajaca braki danych

Korzenie estymacji metoda najwigckszej wiarygodnosci siegaja poczatku lat 20.
XX w. isa zwigzane z praca jednego z twdrcdw nowoczesnej statystyki Sir Ronalda
Fishera (Andrich, 1999). Chociaz statystyczne podstawy tej metody znane sa od
wielu lat, dopiero niedawno predkosc¢ obliczeniowa nowoczesnych komputerow
umozliwila wykorzystanie wszelkich zalet tego bardzo elastycznego podejscia.
Jedna z gtownych zalet MNW w kontekscie brakéw danych jest to, ze metoda ta po-
zwala na uwzglednienie obserwacji z brakami danych w procesie estymacji wraz
z obserwacjami z kompletnymi danymi w naturalny dla tego podejscia sposob.
W klasycznym podejsciu takie rozwiazanie nie jest mozliwe — obserwacje z braku-
jacymi danymi nalezy wykluczy¢ lub braki danych musza zosta¢ zastapione osza-
cowanymi wartosciami. MNW umozliwia wykorzystanie obserwacji z czesciowo
brakujacymi danymi i czesciowych informacji z nich ptynacych do oszacowan pa-
rametréw modelu statystycznego.
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Stosowanie MNW do estymacji uwzgledniajacej braki danych konceptualnie
jest bardzo proste. W przypadku wigkszosci analiz statystycznych funkcja wiary-
godnosci jest szacowana na podstawie danych z kazdej obserwacji. W przypadku
obecnosci brakow danych funkcja wiarygodnosci musi zosta¢ podzielona na dwie
czesci — dla danych zawierajacych braki i danych niezawierajacych brakéw. Znale-
zienie wlasciwych szacunkéw dla estymowanych parametréw staje sie tylko pro-
blemem technicznym. Problem ten w wiekszosci wypadkéw rozwigzywany jest
poprzez algorytm (Expectation-Maximization, EM; Dempster, Laird, Rubin, 1977) im-
plementowany w wigkszo$ci programoéw zdolnych do szacowania modeli za po-
moca MNW uwzgledniajacej braki danych.

Wielokrotne imputacje: bayesowska imputacja brakow danych

Alternatywa dla MNW jest metoda wielokrotnych imputacji. Wymaga ona
dwoch etapow. W pierwszym kroku generowane sa zestawy imputacji, podobnie
jak dla stochastycznej imputacji regresyjnej z tym, ze w tym wypadku jednemu bra-
kowi danych przypisanych jest od kilku do kilkudziesieciu wartosci imputowanych.
W drugim kroku imputowane warto$ci wykorzystywane sa do szacowania intere-
sujacych badacza parametrow statystycznych.

Generowanie wielokrotnych imputacji odbywa si¢ w paradygmacie bayesow-
skim i sktada si¢ z dwdch faz tzw. , kroku I” (imputacyjnego) i , kroku P” (posterior).
W procesie tym w kolejnych krokach bayesowski model statystyczny generuje pa-
rametry opisujacy relacje miedzy zmiennymi (krok P) oraz zestawy imputowanych
dla brakéw danych wartosci (krok I). Pierwsze kroki takiego algorytmu sa zwykle
niestabilne, z kazdym kolejnym krokiem algorytm stabilizuje si¢ i tancuch wynikow
staje si¢ stacjonarny. Réznice wartosci parametrow w kolejnych krokach odzwier-
ciedlaja losowe wahania. Teoretycznie zatem mamy mozliwo$¢ wygenerowania tylu
wartosci imputacji, ile odbylo sie iteracji. Zazwyczaj jednak liczba wielokrotnych
imputacji nie przekracza kilkunastu. Zwigkszanie jej ponad te liczbe nie poprawia
znaczaco oszacowan (szczegoélnie chodzi tu o bledy standardowe) ani nie zwieksza
mocy statystycznej obliczen. Graham i wspdtpracownicy (2007) w swoich symula-
cjach pokazali, ze gorng praktyczna granicg liczby imputacji jest 20. Dwadzie$cia
imputacji wystarcza dla zdecydowanej wigkszosci sytuacji. Inne analizy sugeruja
réwniez, iz nawet mniejsza liczba imputacji (od 5) daje zadowalajace wyniki (Enders,
2010). Algorytmy i programy komputerowe generuja zatem mniejsza liczbe impu-
tacji i roba to zazwyczaj, wykorzystujac wylosowane wartosci z co n-tego kroku L.
Na przyktad, chcac wylosowac 10 wartosci imputacyjnych z przytaczanego przy-
ktadu, gdzie dokonano 1000 iteracji wartosci, wylosowane bytyby z 100, 200, 300,
400 etc. kroku I. Przy czym zachowuje sie¢ duza liczbe iteracji, tak aby uzyskac pew-
nosc iz tancuch uzyskat stacjonarno$¢ oraz, ze kolejne losowania i wartosci imputa-
cyjne sa od siebie niezalezne.
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Wielokrotne imputacje moga by¢ stosowane do zmiennych o réznych rozkta-
dach (nie ma tutaj zatozenia o normalnosci lub wielowymiarowej normalnosci). Wie-
lokrotne imputacje mozna zastosowac do kazdego typu danych. Jedyna ich wada,
jaka warto wyraznie podkresli¢ jest wrazliwo$¢ na btedna lub niekompletna specy-
fikacje modelu. Btedy moga powstac jezeli uzywana zmienna w analizach nie zostata
uzyta rowniez do generowania wielokrotnych imputacji. Mianowicie relacja miedzy
zmienng wykorzystywang w analizach lecz nie uzywana do generowania wielokrot-
nych imputacji a inng zmienna bedzie niedoszacowana. Dodatkowo nie tylko
zmienne, ale i interakcje miedzy nimi, jezeli takie beda stosowane, musza zostac¢
uwzglednione w modelu imputacyjnym. Stosowanie wielokrotnych imputacji wy-
musza zatem przewidywanie modelu statystycznego przed procesem imputacji,
a w praktyce oznacza iz model imputacyjny powinien zawierac tak duzo zmiennych,
jak to tylko mozliwe (Rubin, 1996).

Szacowanie statystyk na podstawie wielokrotnych imputacji

Po wygenerowaniu wielokrotnych imputacji dane organizowane sa zwykle
w osobne zbiory danych. W kazdym zbiorze danych znajduja si¢ dane obserwo-
walne oraz wygenerowane imputacje. W kazdym ze zbioréw danych przeprowadza
si¢ osobna analize, dowolnym narzedziem statystycznym wykorzystywanym w ana-
lizach na petnych zbiorach danych. Po przeprowadzeniu tych analiz badacz zostaje
z m liczba wyestymowanych parametrow i m liczbg btedéw standardowych. Wyniki
te nalezy zagregowac zgodnie z tzw. regulg Rubina, ktéra w przypadku punkto-
wych wartosci parametréw jest prosta srednia:

m
i=—>"9
1%,
t=1

gdzie g, jest parametrem estymowanym ze zbioru danych ¢, a m to catkowita liczba
imputacji. § mozna interpretowac¢ zaréwno z perspektywy klasycznej statystyki
czestosciowej, jako estymacje stalej wartosci populacyjnej, jak rowniez z perspek-
tywy bayesowskiej, jako przyblizenie rozktadu a posteriori dla badanego parametru
(Little, Rubin, 1987).

Zagregowane btedy standardowe sa $rednia btedow standardowych oszacowa-
nych dla kazdego zbioru danych powigkszone o wariancje miedzy oszacowaniami
btedéw standardowych (Little, Rubin, 1987):

SE@) = |V, + Vs +"8/1,

gdzie V,, jest wariancja wewnatrzimputacyjna (within-imputation variance), a V,, jest
wariancja miedzyimputacyjna (between-imputation variance) kwantyfikujaca zrézni-
cowanie miedzy oszacowaniami dla réznych imputacji. Bardziej formalnie:
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gdzie SE? to kwadrat odchylenia standardowego parametru dla danych .

Agregowanie parametrow zaklada, ze sa one asymptotycznie normalne. Jest to
problematyczne szczegdlnie w przypadku matych probek. Dla przyktadu rozktad
wspolczynnika korelacji Pearsona z proby jest normalny, gdy warto$¢ populacyjna
korelacji wynosi zero, skosnosc¢ rozkladu tej statystyki z proby rosnie, gdy wartos¢
bezwzgledna korelacji rosnie w populacji. Skosne rozkiady statystyk z proby maja
tez parametry oparte na wariangji: R? odchylenie standardowe, korelacje wewnatrz-
grupowe etc. Skosnos¢ tych statystyk maleje jednak wraz z liczebnoscia proby.
W zasadzie, gdy proba liczy powyzej 400 jednostek, skosnos¢ znika. Przyktad dla
statystyki R?* = 0,25 i prébek liczebnosci 15, 30, 50, 100, 400, 1000 przedstawiono na
rysunku. Nalezy jednak doda¢, iz w wielu warunkach wielokrotna imputacja jest
dos¢ odporna na ztamanie zalozenia o normalnosci rozktadu (Leite, Beretvas, 2010),
tj. potencjalne btedy wynikajace ze ztamania zalozen odnoszacych sie do normal-
nosci rozktadu nie obciazaja znacznie wynikoéw przeprowadzanych analiz.

%
%

n=100 n=400 n=1000
10 10 10
84 8 81
6 6 6
S X S
4 4 4
24 2 21
07 07 OI T T T T
0 2 4 6 8 1 0o 2 4 6 8 1 0o 2 4 6 8 1
r2 r2 r2

Rysunek 6. Symulacyjne rozktady statystyk z proby dla R*= 0,25 i probek liczebnosci
15, 30, 50, 100, 400, 1000

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Ilos¢ informacji a braki danych

Razem z rozwojem metod imputacji powstaly dwa popularne wskazniki opi-
sujace ilos¢ informacji utraconych za pomoca brakéw danych zaproponowane przez
Rubina (1987). Pierwszy z nic to FMI (Fraction of Missing Information). Mozna go za-
pisa¢ nastepujacym wzorem:

Fmi= et Vs m

T

W mianowniku tego réwnania znajduje sie wariangja z proby (V, = (SE(6)?),
a licznik wyraza dodatkowa wariancje wynikajaca z brakéw danych. Jest to zatem
stosunek catej wariancji z proby estymowanego parametru do wariancji wynikajacej
z brakéw danych i méwi nam jaki procent wariancji estymatora wynika z brakéw
danych.

Podobnym wskaznikiem jest RIV (Relative Increase in Variance), ktory mozna wy-
razi¢ wzorem:

V,+V,/m _ FMI

RIV = =
v, 1-FMI

Relatywny wzrost wariancji wskazuje na proporcjonalny wzrost w wariancji
estymatora, ktory jest spowodowany brakami danych. Innymi stowy, méwi nam,
o ile zmienia si¢ wariancja estymatora przez to, ze mamy do czynienia z brakami
danych w stosunku do sytuacji bez brakéw danych. Wiecej informacji o tych wskaz-
nikach mozna znalez¢ w ksigzkach Rubina (1987) i Endersa (2009).

Zamiast podsumowania. Praktyczne uwagi dotyczace
brakow danych

Braki danych stanowia element niemalze kazdego zbioru danych z zakresu
badan spotecznych. Czasem problem brakow danych jest marginalny, w innych sy-
tuacjach liczba brakéw danych moze by¢ znaczaca. Nigdy jednak brakow danych
nie nalezy ignorowac. Inspekcja brakéw danych powinna by¢ jednym z pierwszych
krokéw kazdej analizy statystycznej. Pozostawienie problemu brakéw danych na
taske domyslnych procedur stosowanych w popularnych programach statystycz-
nych nie bedzie prowadzi¢ do rozwigzan optymalnych i prawie zawsze beda one
btedne (dla sytuacji MAR i NMAR, gdyz wigkszos¢ programéw usuwa braki danych
z analizy).

Niektdrzy autorzy (Newman, 2014) sugeruja, iz ,nowoczesne” metody radzenia
sobie z brakami danych stosowane powinny by¢ w sytuacji, gdy braki danych prze-
kraczaja 10%. Argumentuja to tym, ze gdy proporcja brakow danych jest niska, ,no-
woczesne” metody sa dziataniem zbednym i nieekonomicznym. Trudno jednak
zaakceptowac prosta wartos¢ brzegowa w postaci 10%. W réznych sytuacjach, dla
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roznych mechanizmoéw generowania brakéw danych, 10% moze mie¢ diametralnie
rézne znaczenie. Dodatkowo w dobie szybkich komputeréw i powszechnego do-
stepu do nowoczesnych metod radzenia sobie z brakami danych postulat ekono-
micznosci przestaje mie¢ duze znaczenie. Problem brakéw danych kazdorazowo
powinien zostaé przemyslany, a sposob rozwiazania tej kwestii — bezposrednio opi-
sany i uargumentowany. Jezeli badacz stwierdza, iz braki danych moga miec istotne
znaczenie dla analizy, rekomendowane s MNW lub wielokrotne imputacje. W sy-
tuacji MCAR przy matej liczbie brakéw danych wykluczanie jednostek obserwacji
z analizy nie doprowadzi do znacznych obcigzen estymacji parametréw i moze by¢
stosowane. Klasycznych metod imputacyjnych, z wyjatkiem imputacji stochastycz-
nej, powinno sie unikac.

Jezeli odsetek danych jest znaczacy i/lub prawdopodobne jest, iz mechanizm
generowania brakéw danych nie spelnia kryteriéow MAR, nalezy przeprowadzi¢ do-
datkowe analizy majace na celu oszacowanie prawdopodobnych btedow. Warto tez
dokona¢ analizy wrazliwosci (sensitivity analysis) modeli dla réznych scenariuszy
i mechanizméw generowania brakéw danych (Newman, Sin, 2009; Newman, 2010).
Newman (2014) sugeruje, ze dodatkowe analizy powinny zosta¢ przeprowadzone
kazdorazowo, gdy poziom brakow danych przekracza 30% dla interesujacych ba-
dacza zmiennych.

Warto zaznaczy¢, ze gdy mowimy o brakach danych, mamy do czynienia z kil-
koma ich rodzajami. Podstawowy podziat to jednostkowe i pozycyjne braki danych.
Z pierwszym przypadkiem (ang. unit nonresponse) mamy do czynienia, gdy respon-
dent nie udziela odpowiedzi na wszystkie pytania w badaniu (na przykfad na skutek
odmowy). Drugi przypadek (ang. item nonresponse) napotykamy, gdy respondent
nie udziela odpowiedzi na niektdre pytania (na przykiad na skutek ich drazliwosci).
Zarowno MNW, jak i wielokrotne imputacje moga by¢ stosowane w obydwu tych
sytuacjach.

Inne rozréznienie brakéw danych wyszczegdlnia braki danych na poziomie
skal (ang. scale/construct-level) oraz braki danych na poziomie pytan (ang. item-level).
Rozrdznienie to staje sie istotne, gdy respondent odpowiada tylko na czes¢ pytan
skali (np. skali poczucia wilasnej wartosci, skali leku, testu na inteligencje etc.), inne
pozostawiajac bez odpowiedzi. W takiej sytuacji rekomendowanymi metodami ra-
dzenia sobie z barkami danych pozostaja MNW oraz wielokrotne imputacje. Nalezy
jednak zdecydowac czy koncentrowac si¢ na poszczegdlnych pytaniach, czy raczej
uznad, iz w przypadku respondenta, ktéry odpowiedzial tylko na czes¢ pytan, war-
tos¢ dla catej skali uznac jako brak danych. Powszechnie przyjmowana rekomenda-
ja jest przyjecie pierwszej strategii (Newman, 2014). Jesli respondent odpowiedziat
choc¢by na jedno pytanie skali, rozwigzania dotyczace brakéw danych powinny od-
nosic sie do poszczegdlnych pytan, nie zas do catych skal.
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Aneks — Statystyczny opis mechanizmow powstawania brakéw danych

Podstawowe pojecia i notacja

Dla kazdejjednostkii=1, ..., N zbierany jest zestaw zmiennychj=1, ..., n, gdzie
n; to liczba zmiennych. Y;; okresla warto$¢ zmiennej dla i-tego respondenta i j-tej
zmiennej. Pelny zbiér zmiennych oznaczymy jako Y i nazwijmy go zbiorem odpo-
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wiedzi (majac na mysli, iz w praktycznych zastosowaniach realizacja tej macierzy
oparta bedzie najczesciej na odpowiedziach respondentéw na zadawane im pyta-
nia). Dodatkowo dla kazdej zmiennej j obserwacji i zdefiniowany zostanie wskaznik
R;. Nazwiemy go wskaznikiem brakéw danych, méwiacym o tym, czy obserwo-
walna jest wartos¢ zmiennej dla konkretnej obserwagji czy tez nie, tak ze:

1, jezeli Y;; jest obserwowalne,
Ri]‘ = (1)
0, jezeli Y;; nie jest obserwowalne.

Podobnie jak w przypadku Y peitny zbiér wskaznikéow brakow odnosic¢ be-
dziemy do R. Dla przedstawienia mechanizmow generujacych braki danych i kon-
sekwengji dla estymacji z nich ptynacych wygodnie bedzie rozdzieli¢ ¥ na dwie
czesci, tak ze Y= (Y, Y,,), gdzie:

Y, zawiera Yj;, dla ktorych R; =1,

Y= 2
Y,, zawiera Y, dla ktérych R;; = 0.

Macierz R okreslajaca strukture brakéw danych. Proces generujacy macierz na-
zywacé bedziemy procesem powstawania brakow danych (missing data process). Przez
pelny zbior danych nalezy rozumiec¢ zbioér zawierajacy kompletng informacje
o wszystkich wartoéciach zmiennych oraz macierz okreslajaca strukture brakéw
danych (Y; R)).

Modele statystyczne i braki danych

W sytuadji, gdzie nie mamy do czynienia z brakami danych, informacja o zmien-
nych losowych R; moze zosta¢ pominigta. Model statystyczny, dzieki ktéremu mo-
zemy dokonywac¢ wnioskowania na temat parametroéw stojacych za analizowanymi
danymi (oznaczonych macierza 0) nazywamy modelem petnych odpowiedzi (full
response model). W sposdb ogdlny mozna zapisac¢ go nastepujaco:

p(yl6) ©)

Jest to model probabilistyczny indeksowany parametrem 0, gdzie O € ©, a @ jest
przestrzenig parametréw'. W przypadku, gdy problem brakéw danych istnieje, wnio-
skowanie dotyczy wybranej przez analityka funkgcji parametru 6, np. u(0) = E (Y10)

! Sformutowanie tego modelu moze by¢ bardziej ztozone i wprowadzaé¢ podziat na
zmienne zalezne i niezalezne (Molenberghs and Kenward 2007) tak, ze wzor (3) rozwinie si¢
do postaci p(y|x, 0). Dla celéw tego rozdziatu takie rozwiniecie nie jest konieczne i pozosta-
niemy tu przy prostej formie.
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albo w przypadku bardziej ztozonych modeli f(0) = E(Y1X, B) dla modelu regres;ji
liniowej. Inaczej mowiac badacza interesuja statystyki, czyli estymatory prawdzi-
wych parametréw.

Gdy problem brakéw danych pojawia sie, model (3) staje sie niewystarczajacy
(w wiekszosci wypadkow) i nalezy sie odnie$¢ do bardziej ogdlnego, tak zwanego
petnego modelu (full data model):

p(y, rlw) (4)

Model (4) opisuje taczne prawdopodobienstwo Y i R oraz jest indeksowany przez
parametry w, gdzie w € (), a Qjest przestrzenia parametréw. Gdy podejmujemy pro-
blem brakéw danych, zakltadamy, ze O jest funkcja parametru w indeksujacego bar-
dziej og6lny model 0 = O(w). W sytuacji brakéw danych musimy bowiem przepro-
wadzi¢ wnioskowanie, ktore z modelu (4) (z brakami danych) prowadzito bedzie do
wnioskowania analogicznego do modelu (3) (gdzie braki danych nie istniejg). Inaczej
mowiac, szukajac nieobcigzonych estymatoréw 6, musimy bra¢ rowniez pod uwage
parametry modelu, ktore definiuja nam mechanizmy tworzace braki danych.

Przedstawiony w rownaniu model (4) mozna roztozy¢ na kilka sposobdéw (Mo-
lenberghs i Kenward 2007). Najpopularniejszym i w wiekszosci przypadkéw naj-
wygodniejszym sposobem faktoryzacji funkgji (4) jest sposob rozktadu, ktory kaze
mysle¢ o modelowanych danych w kategoriach modelu selekcji:

p(y, rlw) =p(yl6 () p(rly, Y(w)) ©)

Pierwszy czlon sfaktoryzowanej funkcji jest modelem peinych odpowiedzi
(rownanie 3). Drugi czton to model opisujacy rozktad brakéw danych warunkowy
ze wzgledu na wartosci odpowiedzi (y) i indeksowany przez parametr 1\ bedacy
funkcja parametru pelnego modelu 1V = {(w), gdzie P € W, a W jest przestrzenia
parametréw. Nazwa modelu selekgji bierze sie z popularnego w ekonomii modelu
sformutlowanego przez Heckmana (1976), stuzacego do modelowania mechanizmu
powodujacego braki danych tak, by uzyskac nieobcigzone parametry populacji (Heck-
man, 1979, s. 153-161). W tym tekscie czes¢ modelu (5) odnoszacego si¢ do brakow
danych czesciej bedziemy jednak nazywa¢ modelem brakéow danych, aby odréznic
nasze konkretne zainteresowanie od szerokiej klasy modeli selekgj.

Mechanizm powodujacy powstawanie brakéow danych

Mechanizm generujacy braki danych w podej$ciu wywodzacym sie od Rubina
rozumiany jest jako proces stochastyczny przejawiajacy si¢ uwidacznianiem brakow
danych w Y. Analiz¢ mechanizmu generowania brakéw danych mozna rozpoczaé
od czesci rownania (5) odnoszacego si¢ do modelu selekgji. Wygodnie jest rozdzieli¢
wektor zmiennych Y na dwie czesci (tak jak bylo to opisane we wzorze 2) i zapisa¢
mechanizm powstawania brakéw danych jako:

p(rly, x, P) = p(tlyy Ym X, ) (6)
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Odwolujac sie do tak sformutowanego modelu, przedstawimy trzy podstawowe
zalozenia formutujace trzy typy mechanizmow stojacych za brakami danych: mecha-
nizm catkowicie losowy (MCAR: Missing completely at random), mechanizm losowy
(MAR: Missing at random), mechanizm nielosowy (MNAR: Missing not at random).

Mechanizm catkowicie losowy (MCAR: Missing completely at random)

Mechanizm powstawania brakéw danych jest catkowicie losowy (MCAR), gdy
braki danych nie sgq zwiazane ani z obserwowalna czescia Y, ani z nieobserwowalna
czedciy, tak ze:

p(rly, ) =p(rl) 7)

Innymi stowy, pojawianie si¢ brakéw danych nie jest zwigzane z niczym oprdcz
losowego procesu. Takie zalozenie ma powazne konsekwencje dla modelu petnego
(5). Zaktadajac, ze réwnanie (7) jest prawdzie oraz ze parametry 0 i1p sa niezalezne,
model (5) mozemy zapisac nastepujaco:

p(y, rlw) =p(y10) p(ri) 8)

Implikacja tego zapisu jest niezwykle wazna. Jezeli bedziemy potrafili opisac
model pelny tylko za pomoca danych obserwowalnych, mozliwym stanie si¢ nie-
obciazona estymacja parametrow populacyjnych.

Przyjmujac zatozenie MCAR mozna pokazac¢, ze model pelny daje si¢ uproscic¢
catkujac po czesci odnoszacej si¢ do brakéw danych y,, tak, ze:

Ip(y, 11 )dym =1 p(yo Y| 0) px 1)y, = p(yo! ) p(xl ) €)

Jako ze przy zatozeniu MCAR p(r 1)) jest stata, nie ma ona praktycznego zna-
czenia podczas modelowania wigkszosci parametréw. Widac zatem, iz jezeli mamy
do czynienia z mechanizmem MCAR modelowanie z brakami danych nie powinno
nastrecza¢ wigkszych trudnosci.

Mechanizm losowy (MAR: Missing at random)

Mechanizm losowy zaklada, iz prawdopodobienstwo powstania brakéw da-
nych zwiazane jest z obserwowalng czescia zmiennych wykorzystywanych w ana-
lizie, nie jest jednak zwiazane z czescig nieobserwowalna, tak ze:

p(rly, ) =p(rly, V) (10)

Tym samym model pelny mozna zapisac nastepujaco:
p(y, tlw)=p(y10) plrlys ) 11

strona 309



Podobnie jak w przypadku silniejszego zalozenia (MCAR) przy zatozeniu MAR
model pelny da sie uprosci¢ catkujac po czesci odnoszacej si¢ do brakéw danych y,,
tak, ze:

Ip(y, ¥l @)dy, = p(yo Y| 0) p(x1 Yo Y)dYm = p(y,!0) p(rlys ) (12)

Przy zatozeniu MAR mozliwe jest zatem opisanie modelu pelnego jedynie za
pomoca danych obserwowalnych. Co prawda mechanizm powodujacy powstawa-
nie brakéw danych nie jest tutaj tak bezproblemowy jak w MCAR, ale daje si¢ mo-
delowaé za pomoca danych obserwowalnych p(rly,, ). Otwiera to mozliwosci do
estymacji nieobcigzonych parametréw modelu odpowiedzi jedynie za pomoca da-
nych obserwowalnych, przy kontroli mechanizmu powstawania brakéw danych.

Mechanizm nielosowy (MNAR: Missing not at randomn)

Nielosowy mechanizm powstawania brakéw danych oznacza, ze prawdopo-
dobienstwo pojawienia sie braku danych w Y zalezy zaréwno od danych obserwo-
walnych (Yp), jak i nieobserwowalnych (Y,,). Przyjecie zatozen MNAR uniemozliwia
jakiekolwiek sensowne uproszczenie modelu petnego tak, by umozliwiato to szaco-
wanie parametréw modelu bez informacji o brakach danych (tak jak w rownaniach
9112):

Ip(y, 11 @)dym =1 p(¥o Y| ) P! Yo Yoo W)Y = P(¥o ! 0) p(X| Yo, Yomo 1) (13)

Innymi stowy, gdy przyjmiemy zatozenie MNAR do poprawnego wnioskowania
o parametrach interesujacych badacza niezbedne sa dodatkowe informacje o czesci
nieobserwowalnej zbioru oraz o parametrach modelu w ktérym prawdopodobienstwa
brakow danych sa modelowane (1p).

Streszczenie. W artykule przedstawiono wybrane wspolczesne statystyczne me-
tody radzenia sobie z brakami danych. Artykut opiera sie na podejsciu Rubina,
ktéry zaproponowat trzy typy mechanizméw generujacych braki danych: mecha-
nizm catkowicie losowy (MCAR: Missing completely at random), mechanizm losowy
(MAR: Missing at random), mechanizm nielosowy (MNAR: Missing not at random).
Przedstawione i ocenione zostaty zaréwno klasyczne, jak i ,nowoczesne” metody
radzenia sobie z brakami danych, takie jak: usuwanie brakéw danych, zastepowanie
$rednia, imputacja regresyjna, stochastyczna imputacja regresyjna, nieparamet-
ryczna imputacja hot deck, metoda najwigkszej wiarygodnosci uwzgledniajaca braki
danych i wielokrotne imputacje. Artykul konczy sie praktycznymi wskazowkami
dotyczacymi radzenia sobie z brakami danych.

Stowa kluczowe: braki danych, metoda najwigkszej wiarygodnosci, wielokrotne
imputacje, imputacje nieparametryczne
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